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Abstrakt: Tento Clanek se zabyva dvéma aritmetickymi systémy - konkrétné systémem, ktery
predstavil R. Dedekind a systémem, ktery vytvoril G. Frege - a paradoxy, které se zde
vyskytuji - tedy Burali-Fortiho paradoxem (coz je vubec prvni fomrulace moderniho
paradoxu), Cantorovym paradoxem a Russellovym paradoxem. Hlavnim cilem je ukdzat, co
maji tyto paradoxy spole¢ného a zdivodnit, Ze ackoli se tyto paradoxy vyskytuji v riznych
systémech, maji spolecné znaky. Na zdklad¢ studia uvedenych systému, paradoxi i riznych
feSeni téchto paradoxt, autorka dospiva k tvrzeni, Ze zkoumané paradoxy vznikaji na stejném
zéklad¢, a to na zdklad¢ problému nehierarchizovanosti.

V dodatku tohoto ¢lanku navic Ctendf nalezne dva zajimavé historické exkurzy. Prvni
z nich pfedklada v historicky autentické podobé odvozeni Burali-Fortiho paradoxu Druhy
exkurz je vénovéan Russellovu paradoxu a piedstavuje jej nejen v podobé, jak jej vyjadiil B.
Russell, ale také ve formulaci G. Frega.

Abstract: This paper deals with two arithmetical systems -namely with the system presented
by R. Dedekind and the system established by G. Frege - and with paradoxes there occurring -
namely with the Burali-Forti paradox (the first formulation of modern paradox at all), the
Cantor’s paradox and the Russell’s paradox. The main purpose is to show in what way are
these paradoxes similar and that although these paradoxes occur in different systems, they
have common features. On the basis of studying these systems and paradoxes and also ways
out from these paradoxes, the author reached the conclusion that the investigated paradoxes
arise from the same source, namely the problem of nonhierarchization.

In addition, the Appendix of this article presents the Burali-Forti paradox in the form
that shows the historically authentic way of derivation of this paradox. There is also a short
exposition of Russell’s paradox in the Appendix. It shows the paradox not only in the form
presented by B. Russell but also in the G. Frege’s formulation.
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Paradoxy v systémech R. Dedekinda a G. Frega

Prelom 19. a 20. stoleti byl obdobim hleddni formdlnich zdkladG matematiky. Ve vétSing
axiomatickych systému usilujicich o formalizaci matematiky se vSak objevuji paradoxy. Prvni
pokusy o vybudovani formdalni axiomatizované teorie matematiky tak diive ¢i pozdéji
troskotaji na né¢jakém paradoxu. Ackoli se tyto systémy v dusledku paradoxu hrouti, objeveni
paradoxu paradoxné predstavuje ve vyvoji matematiky vyznamny krok kuptedu. Pokusy o
odstranéni paradoxti byly totiZ podstatnym impulsem pro rozvoj moderni matematiky a
logiky.

Ve svém piispévku se zaméfim na paradoxy spojené se systémy R. Didekinda a G.
Frega. Piestoze byly tyto systémy vytvofeny nezdvisle na sobé a mely riznou podobu,
paradoxy, které se v nich vyskytuji, vznikaji na stejném zdklad¢, ktery je spoleCnym rysem
téchto systémi. Timto spole¢nym rysem je, jak uvidime, Ze Zddny ze systémi nemd nijak
ur¢enou hierarchii pfedmétli a umoznuje vznik paradoxl tim, Ze neomezuje, jaké predméty
mohou néleZet do mnoZiny ¢i spadat pod pojem.

V tomto ¢lanku nejprve predstavim oba zkoumané systémy a poté sezndmim cCtendie
s paradoxy, které jsou s témito systémy spojeny. Na to navdZzi Casti, kterd je zaméfena na
jejich spolecné rysy a v niz dochdzim k zévéru, Ze problémy spojené se zkoumanymi systémy
jsou pouze instancemi problému jediného, a to problému nehierarchizovanosti. Za zivére¢nou
sumarizujici ¢ast pfipojuji dodatek v podobé dvou historickych exkurzii. V prvnim se vénuji
pokud mozno srozumitelnému a pfitom historicky co nejvérné€jSimu popisu Burali-Fortiho
paradoxu; ve druhém se zamé&fuji na Russelliiv paradox nejen v jeho pivodni (Russellové)
formulaci, ale také v podobé odpovidajici systému, v némZ byl objeven (tedy v podobé
odpovidajici Fregeho Grundgesetze).

1 Systémy R. Dedekinda a G. Frega

Oba systémy, jimiZ se budeme v tomto ¢lanku zabyvat, byly vytvofeny se stejnym zdmérem, a
to vybudovat formdlni systém teorie (pfirozenych) ¢isel. Ale jelikoZ autofi téchto systému
m¢éli odliSnd filozofickd vychodiska, i jejich vlastni vystavba byla odli$Sna. V takto odliSnych
systémech presto vznikaji paradoxy, které, jak si ukdZeme, maji k sobé mnohem bliZe, neZ by
se na prvni pohled mohlo zdat.

Dedekind ptedstavil svlij systém v roce 1888 ve svém spise Was sind und was sollen die
Zahlen? (Dedekind, 1932), Frege o pct let pozd¢ji v Grundgeseze der Arithmetik (Frege,
1893). Oba spisy byly vysledkem snahy o naplnéni idey logicismu. Fregeho uporna snaha o
naplnéni logicistického programu je vSeobecné zndma; pozadavek logického zdlvodnovani
vyslovuje 1 Dedekind, a to hned v dvodu svého spisu (Dedekind, 1932, s. 335):

,Was beweisbar ist, soll in der Wissenschaft nicht ohne Beweis geglaubt werden. So
einleuchtend diese Forderung erscheint, so ist sie doch, wie ich glaube, selbst bei der
Begriindung der einfachsten Wissenschaft, ndmlich desjenigen Teiles der Logik,
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welcher die Lehre von den Zahlen behandelt [...] noch keineswegs als erfiillt

anzusehen®.
Ve svém spise chtél Dedekind predstavit pravé takovy systém, v némz by vSechny pravdy o
Cislech byly dokazatelné. Ale ackoli Dedekind pozaduje precizni vystavbu systému, prvky
psychologismu lze najit hned v prvnich pasazich, kdy definuje prvek mnoZiny.' Tyto
psychologistické prvky kritizuje mj. i Frege, ktery dusledné¢ odmital mnoZinové pojeti
matematiky, o néZ se Dedekind opiral. Zatimco Dedekind na zdkladé prvkl tvofi mnoZiny a
pomoci teorie mnoZin pak popisuje aritmetiku, pro Fregeho je pojem vic¢i svému rozsahu
primarni a teorii Cisel buduje na zcela jinych zdkladech (které bychom dnes mohli
interpretovat jako predikatovou logiku druhého fadu).

1.1 Systém Richarda Dedekinda

Dedekindilv aritmeticky systém je vystaveén na teoreticko-mnoZzinovém zédklad¢, jehoZ pomoci
zavadi pfirozena ¢isla. MnoZinu pfirozenych ¢isel Dedekind vystavél jako prosté nekonecnou
mnozinu N, jejimz zakladnim prvkem je prvek nazyvany 1 a kterd je uspordddna pomoci
funkce naslednika (niZe viz o) tak, Ze 1 neni ndslednikem Zadného cisla (viz 7y); funkce
néslednika je prostd (viz §) a plati princip matematické indukce (viz f3).
Ve spisu Was sind und was sollen die Zahlen? je velmi vyznamny zejména odstavec C.

71 (Dedekind, 1932, s. 359), kde Dedekind charakterizuje prost¢ nekonec¢nou mnoZinu
prirozenych cisel N pomoci (zdkladniho) prvku 1 a funkce ¢ zN do N, s ndsledujicimi
podminkamizz

(o) (N) & N. Timto Dedekind ik, Ze naslednik pfirozeného ¢isla je pfirozené Cislo.

(B) N = 1p (mnoZina pfirozenych c¢isel N je prinikem vSech fetézcil, jejichZ

podmnoZinou je zdkladni prvek 1). Takto Dedekind vyjadiuje princip matematické

indukce.

(y) 1 € o(N) (zékladni prvek 1 neni obsazen v obrazu ¢(N). To znamend, ze zakladni

prvek 1 neni naslednikem Zddného pfirozeného cisla.

(0) Funkce ¢ je prostd. Tedy jestliZe jsou néslednici dvou piirozenych Cisel totozni,

pak 1 tato ¢isla jsou totoZna.
Nyni mize Dedekind vystavét pfirozend ¢isla. Nejprve podd dikaz, Ze kazdy nekonecny
systém obsahuje prost¢ nekonecny systém3; poté ukdze, Ze jakékoli dva prost¢ nekonecné
systémy jsou isomorfni; a pak, Ze stejné aritmetické pravdy plati pro vSechna prostd
nekonecna (tedy, co plati o jednom, muze byt diky isomorfismu pielozeno v odpovidajici

" Podle Dedekinda miize byt prvkem mnoziny ,jakykoli pfedmét naseho mysleni* viz Dedekind (1932, s. 344).
Utvéreni mnoZin je také zavislé na naSem mysleni: do mnoZiny (systému) mohou byt dany jakékoli prvky (véci),
které mtzeme z néjakého dtivodu spojit v nasi mysli.

? Tyto &tyfi charakteristiky mnoziny piirozenych ¢isel se proslavily jako Dedekindovy-Peanovy axiomy pro
ptirozend ¢isla.

? Systém N je prosté nekoneény, jestlize existuje prostd funkce ¢: N — N tak, 7e N je fetézec prvku nazyvaného
1 (ktery je z N a ktery neni v obrazu ¢(N)).
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pravdu o jiném). Déle diky (jakémukoli) prostému nekone¢nu ,,vytvoii* objekty odpovidajici
jeho prvkiim a tak zavede specidlni prosté nekonecno, ,,pfirozend ¢isla®.

1.2 Systém Gottloba Frega

Protoze Frege odmitd pracovat s mnoZinami (jelikoZ by do jeho systému vnesly prvky
psychologismu), pracuje s priitbéhy hodnot funkci a s rozsahy pojmu. Prubéh hodnot funkce f:
¢ (f (¢)) chape jako (logicky) pfedmét, ktery je zdznamem hodnot funkce f pro kazdy jeji
argument. V piipad¢, Ze funkci je pojem F, nazyva Frege priab¢h hodnot této funkce F: eF
rozsahem pojmu F (dnes jej nazyvame extenzi’ pojmu F ).

Pro axiomatickou vystavbu aritmetického systému vyuzil Frege vlastni logicky systém, ktery
jiz diive predstavil ve spisu Begriffschrift (Frege, 1879). Aby dokézal, Ze je veSkera
matematika vyjadfitelnd pomoci logického aparitu, zaméfil se na axiomy aritmetiky, jejichz
pfevedenim do logického systému by ukézal, Ze veSkerou aritmetiku (a tudiZ posléze i celou
matematiku) 1ze vyjadfit pomoci logiky.

Zakladem Fregeho logické vystavby aritmetiky je definice nuly a funkce naslednika;
dédle Frege definoval tzv. ancestrdlni relaci (relaci pfedchidce) a dédi¢nost pojmu a s jejich
pomoci mohl zavést tzv. slaby ancestral (y je prvkem R-rady zacinajici x tehdy a jen tehdy,
kdyz predmét x preddvd dédicnou relaci R predmétu y nebo x = y), a diky tomu jiz mohl
definovat piirozend &isla jako prvky fady ndslednikti zacinajici nulou: NNx = ¢ £ (x,0) (srov.
Frege, 1893, s. 60).

V ramci Fregeho axiomatického systému, pokud je k nému pfidan jako jeho jediny
mimologicky axiom tzv. Humiv princip: #F = #G) « (F = G), lze skutetné odvodit
aritmetické axiomy:

1. Nula je pfirozené ¢islo: NNO;

2. Nula neni ndslednikem Zddného piirozeného ¢&isla: = Jx (NNx A £(0,x));

3. Zadna dvé piirozend &isla nemaji stejného ndslednika: Va Vb Ve [(f(c, a) A f
(¢, b)) = a =D

4. Princip matematické indukce: jestlize néco plati pro nulu a zaroven z toho, Ze to

plati pro né&jaké ptirozené ¢islo, plyne to, Ze to plati i pro jeho néslednika, potom to
plati pro jakékoli pfirozené ¢&islo: [FO /\ Va Vb (f (b, a) — (Fa — Fb))] — Vx
(NNx — Fx);
5. Kazdé piirozené ¢islo ma naslednika: V' x [NNx — Jy (NNy A £ (x, y))].
Tato formulace aritmetickych axiomt a to, Ze ji Frege odvodil v rdmci svého axiomatického
systému, by mohlo byt splnénim jeho snu o vystavbé axiomatické teorie ¢isel - kdyby v jeho
systému nenalezl B. Russell spor.

* Extenze* je termin zavedeny aZ pozdg&ji R. Carnapem pro zpiesnéni rozligeni smyslu a vyznamu.

>, #®“ znamend ,,podet &, = je symbolem pro vzijemné jednoznaéné zobrazeni. Tento princip k4, Ze ¢islo
pfifazené pojmu F je stejné jako Cislo pfitazené pojmu G (i pocet F je stejny jako pocet G), tehdy a jen tehdy,
kdyz predméty spadajici pod jeden pojem lze vzdjemné jednoznacné piifadit k pfedmétiim spadajicim pod pojem
druhy (bijektivni zobrazeni).
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Zde tedy bylo mozné spatfit zdkladni spole¢né rysy i hlavni rozdily mezi teoreticko-
mnoZzinovym systémem R. Dedekinda a logickym systémem G. Frega. Spolecné rysy jsou
dany stejnym objektem zdjmu, oba autofi popisuji stejny systém, totiZ systém piirozenych
¢isel. Proto vidime, Ze riznym jazykem formuluji stejné zdkony a charakteristiky. Zasadni
rozdil mezi pfistupem Dedekinda a Frega tkvi v rozdilném nizoru na to, jakym zptsobem
takovy systém vybudovat.

2 Paradoxy v systémech R. Dedekinda a G. Frega

Jelikoz jde o dva zcela rozdilné pohledy na tyz problém, dalo by se piredpokladat, Ze pokud se
dostanou do obtiZi, bude se jednat o specifické, vlastni obtiZe, které by piipadné mohl fesit
systém druhy (Ci tfeti, ...). Proto je zajimavé se podivat na to, jaké problémy s sebou nese
systém R. Dedekinda a porovnat je s problémy, které jsou spojeny s Fregeho systémem.

2.1 Paradoxy naivni teorie mnozin

Systém vybudovany R. Dedekindem je, jakoZto zdklad naivni teorie mnoZin, ndchylny
k teoreticko-mnozinovym antinomiim, tedy k tzv. paradoxiim naivni teorie mnozin. Jde
zejména o paradox mnoziny vSech ordindlnich ¢isel, ktery publikoval Cesare Burali-Forti
v roce 1897 (Burali-Forti, 1967). Tento paradox se tyka tzv. ,transfinitnich ordindlnich ¢isel*;
transfinitni ordindlni Cislo je ordindlni typ mnoZiny svych pfedchidcii: ® je ordindlnim typem
{1, 2,3, .. }; o+ lje ordindlnim typem {1, 2, 3, ... ®}; ® + 2 je ordindlnim typem {1, 2, 3, ...
o, o+1}; atd. Tak i soubor vSech transfinitnich ordindlnich ¢isel tvoii dobie uspoiddanou
mnozinu a té€ by mélo odpovidat (nové, dalsi) ordindlni Cislo. Toto ordindlni ¢islo by mélo byt
vEtsi, nez vSechny prvky tohoto souboru. Zaroven ale — jakoZto ordindlni ¢islo — by mélo do
této mnoziny spadat. Pro blizZ§i vysvétleni odvozeni tohoto paradoxu (jak jej publikoval
Burali-Forti) viz Historicky exkurz I.

Podobnd antinomie vyskytujici se v naivni teorii mnoZin se tyka kardindlnich cisel a
nese nazev Cantoriv paradox Ci paradox kardindlnich cisel. K tomuto paradoxu vede tzv.
Cantortiv teorém: ke kazdé mnozin¢ S existuje takovd mnozina, kterd ma vetsi mohutnost
(kardinalitu); touto mnoZinou je potenéni mnoZina £ (S). Formdlné: g (S)>S. Nyni aplikujme
Cantorv teorém na univerzdlni mnoZinu (mnoZinu vSech mnoZzin) U. JelikoZ je poten¢ni
mnozina g (U) mnoZinou (konkrétné mnoZinou vSech podmnoZin mnoziny U), méla by byt
podmnozinou univerzalni mnoZiny U, a tedy, jakoZto podmnozina mnoZiny U ma mit mensi
¢1 stejnou mohutnost nez U: gp(U)SU. Ale podle Cantorova teorému ma mit potencni
mnozina & (S) vétsi mohutnost neZ mnozina S, tedy (U) < U. Tedy (f(U) <U <
g (U)>U), spor.

2.2 Russelliv paradox
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V ramci Fregova systému lze odvodit antinomii, kterd je vSeobecné zndma jako Russelliv
paradox ° a o niz ukdZeme, 7e zdaleka neni nepodobnd pravé uvedenym paradoxiim naivni
teorie mnoZin. Pro plivodni formulaci tohoto paradoxu viz Dodatek — Historicky exkurz II.
Pro na§ zamér je uzitecné formulovat Russelliv paradox pomoci teoreticko-mnoZinového
aparatu, jak je dnes béZné: Russellova mnoZina je mnoZina vSech mnoZin, které nejsou
prvkem sebe sama, tedy R= {x; x € x}. Snadno pak vidime spor, kdyZ se zeptdme, zda je R
prvkem sebe sama, tedy, zda R € R. JestliZe plati, Ze R € R, pak podle definice R plati R &
R. Pokud R & R, pak z toho, Ze R neni prvkem sebe sama a z definice mnoziny R plyne, Ze
R& R. Tedy (R € R < R & R), spor.

3 Spole¢né rysy

Pokud postavime tyto paradoxy vedle sebe, vidime, Ze maji stejnou strukturu: Paradoxy
naivni teorie mnozin jsou zaloZeny na otdzce, zda ordindlni (resp. kardindlni) ¢islo vSech
ordindlnich (kardindlnich) cisel patfi do mnoziny vSech ordindlnich (kardindlnich) cisel.
Russelliv paradox vyvstava, pokud se tizeme, zda mnozina vSech mnoZzin, které nejsou
prvkem sebe sama, je prvkem sebe sama. Zda se tedy, Ze tyto tii paradoxy maji ve svych
pocatcich tento spole¢ny problém: systémy, v nichZ se vyskytuji, totiZ neomezuji, jaké prvky
mohou ¢i nemohou spadat do mnoZziny; t€émto systémim schdzi hierarchické uspofadani a
n¢jaké zastieSeni, které by témto paradoxtim predchazelo.

Tuto skuteCnost si uvédomoval jiz Russell (1908), kdyZz to, co maji (nejen) uvedené
paradoxy spolecné, popsal jako autoreferenci ¢i reflexivitu. Proto ptedstavil svou teorii typa,
ktera méla za cil tuto sebevztaZnost omezit’. Spole&né rysy téchto paradoxii lze vypozorovat i
tak, Ze se podivime na to, jakym zplsobem je moZné se jim vyvarovat. Vedle
»Russellovského* feSeni pomoci typi, nalezneme jest¢ dalSi moznosti feSeni paradoxii naivni
teorie mnoZzin, a to pomoci tzv. viastnich tiid. Vlastni tiida obsahuje jako své prvky pouze
mnoziny (nikoli vlastni tfidy) a sama neni mnozinou — tedy nemtiZe vyvstat otdzka, zda je
prvkem sebe sama. Soubor vSech ordinélnich ¢isel jiz nebude mnoZinou, nybrz vlastni tiidou;
v ptipad¢ Cantorova paradoxu se univerzdlni mnoZzina nepiipusti jako mnoZzina, ale jako
vlastni tfida. A tedy souhrn vSech mnozZin, které nejsou prvkem sebe sama, je taktéZ vlastni
ttidou a nikoli mnozinou a jelikoZ vlastni tfida nemtze byt prvkem vlastni tiidy, tento souhrn
nemuze byt prvkem sebe sama.

Vidé€li jsme, Ze problém vznikd v momentech, kdy jsou uvaZovéany ,,velmi velké*
mnoziny a kdy se tyto mnoZiny snazime ,,nasoukat* do predstav, které mame o mnozinich
mensich. (Tato situace je pon€kud ismevnd, uvédomime-li si, Ze tyto systémy byly vytvoieny

K tématu v Geském jazyce viz zejména Kolman (2002) ¢i Kolman (2008).

7 Russell ve svém &lanku (1908, s. 222-223) uvadi vedle zde prezentovanych i dalif paradoxy, které maji
podobné rysy, za vSechny uved’'me napf. paradox lhate (Epimenides), ktery je nejstarsi podobou takového
paradoxu vibec. Podle Russella je teorie typt spolenym fesenim pro vSechny paradoxy, které vznikaji na
zéaklad¢ autoreference. Naproti tomu Ramsey tyto paradoxy rozdéluje do dvou skupin — ndmi zkoumané
paradoxy oznacuje jako logické paradoxy, zatimco paradox lhare néleZi do skupiny sémantickych paradoxii (viz
napt. Cantini 2012). Ze soucasnych autortl tezi, Ze zkoumané paradoxy maji pouze jediny zdroj, podporuje napf.
Graham Priest (1994).
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pro snazsi manipulaci s nekonecnem, ale i ony selhédvaji, pokud se setkaji s nekone¢nem, které
je prili§ veliké.) Problémy, do nichZ se systémy R. Dedekinda a G. Frega dostaly, lze tedy
chépat jako problém jediny a jeho riizné podoby v jednotlivych systémech jako jeho pouhé
instance. Tento problém by bylo moZno chépat jako problém nehierarchizovanosti, jelikoz
feSeni paradoxl z tohoto problému vznikajicich tkvi pravé v hierarchizaci entit v danych
teoriich (Russellova teorie typt hierarchizuje entity podle jejich typu a diky tomu se pfedchazi
jejich sebevztaznosti; feSeni paradoxd naivni teorie mnoZin pomoci postulovani vlastnich tiid
je také jistou formou hierarchizace).

4 Zavér

Systém Richarda Dedekinda byl zdkladem pro v tu dobu se utvafejici naivni teorii mnoZin.
V souvislosti s timto systémem jsme mluvili o tzv. paradoxech naivni teorie mnoZin, a to
konkrétn€ o paradoxu Burali-Fortiho a o Cantorové paradoxu. Fregeho pokus o axiomatickou
vystavbu aritmetiky ztroskotal na Russellové paradoxu, ktery je (mezi filozofy) nejzndméjSim
z modernich paradoxi.

Ptes to (nebo moZzn4 spiSe pravé proto), Ze byly v obou systémech zahy po jejich vzniku
objeveny antinomie, mély tyto systémy vyznamny vliv na rozvoj moderni logiky a
matematiky. Konkrétnéji, Fregeho dilo se stalo zdkladem pro moderni logiku a Dedekindovo
pro naivni teorii mnoZzin, ktera pak vedla k vytvoreni axiomatické teorie mnoZzin. Kromé
téchto bezprostfednich vlivi méli ovSem tito autofi a jejich nekonzistentni systémy i vliv
nepiimy: paradoxy vyskytujici se v téchto systémech podnitily pokusy o jejich odstranéni a
diky tomu bylo v dané oblasti vytvofeno mnoho kreativnich koncepci. Ve snaze o eliminaci
sporu vyskytujictho se ve Fregeho netdspésném systému (1893) vytvotil B. Russell teorii typl
(1908), a diky paradoxiim naivni teorie mnoZin byla vytvofena fada bezespornych
axiomatickych teorii mnoZin (za Dedekindova néslednika mlZeme oznacit napiiklad E.
Zermela a v této souvislosti zminit vSeobecné pifijimanou Zermelo-Fraenkelovu teorii
mnoZzin).

Ackoliv byly tyto systémy zbudovédny se stejnym cilem (formdlné€ vystavét teorii Cisel),
jejich vlastni realizace byla odlisnd. A ackoli byly zplsoby vystavby téchto teorii odlisné,
vyskytly se v nich paradoxy, které, jak jsme ukdzali, maji mnoho spole¢ného. Dokonce tolik
spole¢ného, Ze je namisté tyto paradoxy povazovat za vznikajici na stejném principu, ktery
jsme na zdklad¢ shodnych rysti danych paradoxi a také jejich feSeni oznacili jako problém
nehierarchizovanosti.

5 Dodatek

5.1 Historicky exkurz I: odvozeni paradoxu ordinalnich ¢isel

Z celé tfady modernich paradoxii byl paradox ordindlnich ¢isel prvnim, ktery byl kdy
publikovan (Burali-Forti, 1967). V ¢asti tohoto ¢lanku, kterd pojedndvala o paradoxech naivni
teorie mnozin, byl tento paradox predstaven jen struc¢né. JelikoZz je tento Cldnek urcen
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(zejména) zdjemciim o paradoxy, na nasledujicich fadcich si ukdzeme, jakym zpiisobem byl
poprvé v déjindch formulovdn moderni paradox.

Paradox ordindlnich c¢isel byl pivodné formulovan pro dokonale uspofddané mnoZiny
(,,classe perfettamente ordinata®, v anglictin€ je pouZivano oznaceni ,,perfectly ordered set®)
ordindlnich ¢isel. Pojem dokonale uspofddané mnoZiny zavedl Burali-Forti proto, Ze mu
nevyhovovala Cantorova definice dobfe uspofddané mnoziny®. Pozd&ji Burali-Forti zjistil, Ze
pii zkoumani této definice prehlédl ¢ast této definice (bod (c) definice uvedené v pozndmce)a
to byl divod, pro¢ povazoval tuto definici za pfili§ slabou a pro¢ zavadél novy termin
dokonale uspofddané mnoZziny. Spravné definované dobie uspofddané mnoZiny jsou ovSem
také dokonale uspotddané, ale nikoli obricené. Proto, ackoli pivodni formulace tohoto
paradoxu byla prezentovdna pro dokonale uspofddané mnoZiny ordindlnich ¢isel, 1ze tento
paradox pievést také na dobfe uspofddané mnoZiny ordindlnich ¢isel. Ackoli je dnes tento
paradox uvadén v souvislosti s dobfe uspofddanymi mnoZinami, na nésledujicich tadcich se
budeme drzet piivodni podoby formulace tohoto paradoxu. Stru¢né ukazeme, jak k tomuto
paradoxu Burali-Forti dospél’.

MnoZinu u, kterd je usporadana pomoci relace 4 ozna¢me (u, h). Dokonale uspofddana
mnoZina je pak definovéna takto:

(a) existuje prvek x € u, ktery je nejmensi vzhledem k uspotadani /;
(b) kazdy prvek x € u, ktery m4 naslednika, mé pfimého néslednika;
(¢”) pro jakykoli prvek x € u plati, Ze

(i) bud’'to x nema pitimého piedchtdce;

(i1) nebo existuje prvek y, ktery je predchidcem prvku x, takovy Ze y nema
piimého predchiidce a je pouze kone¢né mnoho takovych prvkii z € u, které jsou
naslednikem y a zaroven piedchiidcem x.

Ordinélni typ prvkl dokonale uspofddané mnoziny (u, k) zna¢ime T (u, h). Jednd se o funkci,
ktera mnozin¢ (u, h) ptifadi stejny prvek, jako jakékoli dokonale uspofddané mnozin¢, ktera je
s ni ekvivalentni. To znamend, Ze pokud (u, h) a (v, k) jsou dokonale uspofddané mnoZziny,
potom maji stejny ordindlni typ tehdy (a jen tehdy), jestlize jsou ekvivalentni, tedy T (u, h) =
T, k)< (u, (v, k).

Necht (u, h) a (v, k) jsou dokonale usporddané mnoziny. Pak T (u, h) je mensi, nez T (v,
k), znac¢ime T (u, h) < T'(v, k) €1 T'(v, k) > T (u, h), jestlize existuje v; & v takova, Ze (u, h) je
ekvivalentni (v;, k) a zdroven neexistuje u; & u takovd, Ze by (u;, h) a (v, k) byly
ekvivalentni. Plati: (1) (a=b) N\ (a<b) « L;

(2)(a<b) N\ (a>b)« L.

 Dobie uspofddanou mnozinu ¢ miZeme definovat takto (dle Burali-Forti (1967)):

(a) v mnoZing u existuje nejmensi prvek;

(b) kazdy prvek x € u, ktery ma néslednika, ma ptimého néslednika;

(c) JestliZe je u; € u takova, Ze existuji prvky x € u takové, které jsou vétsi, nez prvky y € u;, potom existuje
prvek a € u takovy, Ze neexistuje Zidny prvek mensi neZ a a vétsi nez jakykoli prvek u;.

? Nasledujici pasdz dle a pro presné znéni viz Burali-Forti (1967, s. 104 - 112).
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Nyni jiZz miZeme formulovat tvrzeni (A), o némz, sledujice Burali-Fortiho postup, ukdZeme,
Ze zn&j plyne spor:  (A)(a, b E T)— ((a=b) V (a<b) V (a>Db)),

kde T = {x | x=Tu, h); (u, h) je usporddand}.
Ordindlni ¢islo (znac¢ime No) je ordindlnim typem dokonale uspofddané mnozZiny. JelikoZ je
tato mnozina dokonale uspofdddna (pomoci relace €>), existuje takové ordindlni Cislo Q,
které je jejim ordindlnim typem, ¢ili Q = T(No, €>). Jelikoz je toto Cislo ordindlnim cCislem,
je prvkem mnoziny ordindlnich ¢isel, tedy 2 € No.
Z tvrzeni (A) lze odvodit, Ze jestlize (u, h) < (v, k) (a jsou-li (u, h), (v, k) usporddané
mnoziny), pak plati, ze T (u, h) < T (v, k). Z toho plyne, Ze pro kazdé ordindlni ¢islo a € No
plati a < Q.
Zaroven pro kazdé a € No plati, Zea + 1 > a.
Dosazenim Q za a do a + 1 > a ziskame Q + 1 > Q; dosazenim Q+1 za a do a < Q ziskame
Q+1 <Q. Cili Q + 1 > Q a zdroven Q+1 < Q, coz je (podle (1) a (2)) spor.
To znamend, Ze nemiZe platit (A), a proto musi existovat alespont dvé ordindlni Cisla a a b
takova, zea#b,a <+ b aa * b.

Paradox ordindlnich ¢isel tedy Burali-Forti formuloval tak, Ze z tvrzeni, Ze jakédkoli
transfinitni ordindlni Cisla (Cili jakékoli ordindlni typy) jsou si bud'to rovna, nebo je jedno
z nich vétsi nebo mensi nez druhé, odvodil spor. JelikoZ toto tvrzeni vedlo ke sporu, Burali-
Forti usoudil, Ze existuji ordindlni typy a a b takové, Zze a #b, a <« b a a #* b. To jej vedlo
k tomu, Ze usporfdddni na mnoZin¢ ordindlnich ¢isel je (pouze) ¢dsteCnym uspotfddanim (a
nikoli linedrnim, jak tvrdi Cantor). Burali-Fortiho feSeni ov§em nebylo ndsledovédno, paradox
byl pozdé&ji odstranén tim, Ze soubor vSech ordindlnich ¢isel nebyl povaZovidn za mnoZinu,
nybrz vlastni tfidu.

5.2 Historicky exkurz II: Odvozeni Russelova paradoxu

Russelliv paradox lze v rdmci Fregeho systému odvodit spor (zndmym) zptisobem, o némz
napsal Russell v dopise Fregovi. Tento paradox vznikd na zdklad¢ Fregeho 5. axiomu, ktery
fikd, Ze extenze dvou pojmu F a G jsou stejné, tehdy a jen tehdy, kdyz vSechny piredméty
spadajici pod pojem F, spadaji také pod pfedmét G a naopak.

V ramci Fregeho systému lze zformulovat pojem ,,byt predmétem x, ktery je extenzi
pojmu, pod néjZ predmeét x nespadad“, tedy v moderni podob¢ je to vyraz [Ax IF ((x = ¢F) &
—Fx)]."° Je-li takovymto pojmem P, existuje extenze ¢P. (Diky principu, ktery 1ze ve Fregové
systému odvodit a podle néjz ma kazdy pojem svou extenzi.) Nyni, kvlli 5. axiomu, vyvstane
antinomie pfi otazce, zda extenze pojmu P spadd pod pojem P.

Pro ptivodni podobu (ovSem v anglickém piekladu) nahlédneme do Russellova dopisu
Fregovi (Russell, 1967):

,» Let w be the predicate: to be a predicate that cannot be predicated of itself. Can w be
predicated of itself? From each answer its opposite follows. Therefore we must

' Diky principu komprehenze, ktery je ve Fregeho systému odvoditelny, vime, Ze takovyto pojem existuje.
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conclude that w is not a predicate. Likewise there is no class (as a totality) of those
classes which, each taken as a totality, do not belong to themselves. From this I
conclude that under certain circumstances a definable collection does not form a
totality.*

Ve svém dopise Russell uvadi také formdlni vyjadieni tohoto sporu pomoci Peanovy notace:
w=clsNx2@xVvEX). D:w Ew.=.w~N Ew,

coZ lze dne$ni notaci zapsat takto: (w = {xIx & x} ) = (w E w) & (W € w)).

Fregeho vlastni odvozeni tohoto sporu nalezneme v dodatku ke druhému dilu Grundgesetze

(Frege, 1903, s. 253 — 265). Zde ukazuje, Ze v ramci jeho systému lze odvodit nésledujici

tvrzenf: =V g (((g(e) = A) — g(A)) & Vg (&(g(e) = A) — g(A))."!

<

(Ve Fregeho notaci ,,£(g(g))” znamend ,,prubeh hodnot funkce g* a jde vlastn€¢ o ,,vypis*
hodnot funkce pro kazdy argument. 12 A« je zde zkratkou za ,,6(=V g ((é(g(g)) =€) — g(&))*
a Frege tak oznacGuje tifdu vSech tifd, které samy sobé& nenaleZi.) Regeno slovy: tfida viech
sobé nendlezZejicich tfid si ndleZi prave tehdy, kdyz si nendlezi. A to je spor.

Frege se tuto kontradikci pokousSel odstranit, ale neuspél. Dnes jiZ existuje celd fada
ruznych feseni tohoto paradoxu, z nichZ nejzndméjsi cesty zachovani Fregeho aritmetického
systému tak, aby byl konzistentni, jsou dvé: cesta oslabeni axiomu V. a cesta omezeni
komprehenzniho schématu, ktery je znéj odvoditelny. Vibec nejznaméj$i je ovSem
Russellovo ,,feseni®, které ovSem Fregiiv systém nezachovava, a to Russellova teorie typu,
kde se diky hierarchickému uspofdddni entit nemiZeme do podobného problému vibec

dostat.
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